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Trasformazioni Geometriche

Le frasformazion/

geomelriche
permettono di istanziare “‘\\\\%(ﬁ
una stessa geometria @7 7z

con attributi (posizione, “
orientamento, fattori di

scala) diversi.

Facolta di
Ingegneria




Facolta di

Trasformazioni Geometriche | ..

e Le trasformazioni

geometriche ci permettono, Object Space
ad esempio, di definire un Coordinates
oggetto tridimensionale

componendolo con altri L
oggetti. Ogni oggetto, a ’
partire dal proprio sistema *

di riferimento (object

space), viene trasformato
opportunamento in un World
sistema di riferimento Coordinates [
comune (world space) per
andare a far parte
dell'oggetto finale. "




Enflt_a geometriche e trasformazioni Facolta di
affini Ingegneria

* Le trasformazioni geometriche sono lo |
strumento che consente di manipolare punti e
vettori all'interno dell’applicazione grafica;

 Le trasformazioni geometriche sono funzioni
che mappano un punto (o un vettore) in un
altro punto (o un altro vettore);

 La trasformazione di una mesh poligonale si
riduce alla trasformazione del vertici che la
compongono nel rispetto della connettivita
originale. Questo gra2|e al fatto che trattiamo
trasformazioni affini ..



Facolta di

! Trasformazioni Affini ngegneri

b .
rsa 2

 Le trasformazioni geometriche affini sono
trasformazioni /ineari

f (aP +bQ) =af (P) +bf (Q)

* Esse preservano:

* colinearita (I punti di una linea giacciono ancora
su di una linea dopo la trasformazione);

* rapporto tra le distanze (Il punto medio di un
segmento rimane il punto medio di un segmento

anche dopo la trasformazione).
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i el o i ) Facolta di
%% Trasformazioni geometriche di base Ingegneria
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 Le trasformazioni geometriche di base sono:

 Traslazione
 Scalatura
 Rotazione

* Altre trasformazioni geometriche comuni (ma

derivabili dalle precedenti) sono:
* Riflessione rispetto ad un asse
 Riflessione rispetto ad un punto

» Deformazioni di tipo shear



%\: Traslazione Facola di

Ingegneria

 Traslare una primitiva geometrica nel piano significa
muovere ogni suo punto P(X,y) di dyx unita lungo
I'asse x e di dy unita lungo I'asse y fino a raggiungere
la nuova posizione P'(x', y') dove:

X=x+d, y=y+d,
* |In notazione matriciale:

x| . | dy |
P[yr [ﬁ]’T[%]’

e Con T vettore traslazione



8 b - = Facolta di
:ii; Traslazione (esempio) ingegneria
» Esempio di traslazione con vettore di
traslazione T=(1,-3)
)4 (6,9) )4
/7,6
(11_3) W)
(45) | (8,5)
(52) (92)
X X
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Facolta di
% Scalatura noeomeria

» Scelto un punto C (punto fisso) di riferimento,
scalare una primitiva geometrica significa
riposizionare rispetto a C tutti i suoi punti in
accordo ai fattori di scala s, (lungo I'asse x) e
s, (lungo I'asse y) scelti.

* Se il punto fisso e 'origine O degli assi, la
trasformazione di P in P’ si ottiene con:

X=s X, Yy=s Ly



f*‘“ti m lta di
% Scalatura ingegneria

R4
rsa 2

* |n notazione matriciale:
P'=S.P

 dove

e Spre-moltiplica P in quanto P e definito come
vettore colonna

10



Facolta di

\il. Scalatura (esempio) ngegneria

» Esempio di scalatura di 72 lungo I'asse x
e di Y2 lungo lI'asse y

Y Y
(6,8)
0
0 ¥
—
(44)  (84) a2
¥ (2,1) (4,1) ¥
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SN Considerazioni sulloperazione di Facolta di
Scalatura Ingegneria
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 Osservazioni:

- Fattori di scala inferiori a 1 avvicinano l'oggetto al
punto fisso di riferimento (origine);

* Fattori di scala maggiori di 1 lo allontanano;

* Se s« # Sy le proporzioni dell’'oggetto non sono
mantenute e si parla di scalatura non uniforme;

* Se s, =5, le proporzioni sono mantenute e si ha
una scalatura uniforme;

12
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b r = Facolta di
gﬁgg ROtaZIO"e Ingegneria

L4
fgwud

* Fissato un punto C (p/voi) di riferimento ed un
verso di rotazione (orario o antiorario), ruotare
una primitiva geometrica attorno a C significa
muovere tutti | suoi punti nel verso assegnato
IN maniera che si conservi, per ognuno di essi,
la distanza da C;

» Una rotazione di fattorno all’'origine O degli
assi e definita come:

X =xlcosfd—-ylsend, Yy =xlsend+ylcosq

13



Come siricava la Facolta di
trasformazione di rotazione Ingegneria

* LarelazionetraP'e P
si ricava
trigonometricamente; v

e Le coordinate di P

POSSONO essere P(x.y)

espresse in r

coordinate polari: 6 oy
r cogp

r=71-Ccos®; Yy =71"-sinao.



Facolta di
Come si ricava la trasformazione di rotazione Ingegneria

v’ = r-cos(f + o)

= r-cosf-cos¢p—r-sinf-sin @

I . U
= r-cost-— —r-sinf - =
- .

= x-cosft —y-siné: y

P(x.y)

r / P(x.y)

rcosP+¢) rcosp

15
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Facolta di

Come si ricava la trasformazione di rotazione Ingegneria

= 7 -sin(f + ¢)

— r-sinf-coso+r-cosb-sinod

£z

+ r-coséb -

I Ll

= r-sinf + vy - cosb.

Y

r
y

P(x.y)

r / P(x.y)

rcosP+¢) rcosp

16
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: D): Rotazione (notazione matriciale) g

* |n notazione matriciale abbiamo:

PP=R-P

/ ;
x| ;x| | cosb
P[y]‘ P[y’]’ R[ﬂiﬂﬁ

—sin @
cos 6

17



Facolta di

i\, Rotazioni (esempio) ngegneria

» Esempio di rotazione di 172 attorno
all’origine

4 Y,
(0;8)
o -1
(1 0 j -416)
(0}4)
—— X X
(4,0) (8,0)

18



Facolta di

&x: Considerazioni sulloperazione di
Ingegneria

 XTIS S
T 5,

rotazione

Yo g

T

» Osservazionis.
 Gli angoli sono considerati positivi quando

misurati in senso antiorario;
* Per le rotazioni di angoli negativi (senso orario) si
ricorre alle identita:

cos(—0) = cos(f); sin(—0) = —sin(H).

19



Facolta di

éﬁ%? coordinate Omogenee Ingegneria

* |l punto P di coordinate (X,y) € rappresentato in
coordinate omogenee come (Xn,yh,W), dove:

r=xp/w; y=uyy/w; con w FD0.

* Due punti di coordinate (X, y, w)e (X, y', W)
rappresentano lo stesso punto del piano se e solo se
le coordinate di uno sono multiple delle
corrispondenti coordinate dell’altro;

* Almeno uno dei valori X, y, 0 w deve essere diverso
da O;

* Quando w = 1 (forma canonica) coordinate
cartesiane ed omogenee coincidono.

* Con (X, Yy, w£0)si rappresentano punti, con (X, y, 0)
si rappresentano punti all’infinito e quindi direzion.
20
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Trasformazioni di base in
coordinate omogenee

Facolta di

Ingegneria

* Nella notazione in coordinate omogenee
possiamo riscrivere le trasformazioni
geometriche di base come:

[rasformazione di traslazione:

1 0
0 1

B 1 0 d, ]| [ «x

y | =10 1 d, Y

1 00 1 | |1
 Concatenazione di due traslazioni
daa | [ 1 0 dpo 1 0

dy1 0 1 dp | =01

1 0 0 1 0 0

0 0

(]qr-_]_ ]

f:]yz T

N drz
y2

21



Trasformazioni di base in
coordinate omogenee

Facolta di
Ingegneria

Nz s, 0 071 [«
Yy | = Sy U Y
i 0 0 1| [ 1

« Jrasformazione di rotazione:

] - cosf —sinf® O] [ x
y | = | s cost O Y
1 0 0 I 1

22



* Riflessione rispetto all'asse x:

Trasformazione di Riflessione

Facolta di
Ingegneria

;{" | 1 0 0 T
Y’ 0 —1 0 Y
1 0 0 1 1
. lelessmne rlspetto all’asse y
x! —1 0 0 T
Y 0 1 0 Y
1 0O 0 1 1
. Riflessione rlspetto all’ orlglne degll assi:
I" | -1 0 0 T
Y 0 -1 0 Y
1 0 0 1 1

23



Facolta di

Trasformazione di Shear ...

» Shear rispetto all’asse x:

i J" _ 1 a O [ x]
y | =10 1 0] |y
1 00 1| | 1]
* Shear rlspetto all’ asse V.
x! 1 0 0] [ a]
y =0 1 0] |y
1 0 0 1 1
* Shear rlspetto entramb| gli aSSI
I- 1 (L (] xr i
y | =1b 1 0] -]y
I 00 1| |1

24
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% Trasformazione di Shear ..

b .
rsa 2

» Usando le matrici prima mostrate si ottengono

le relazioni:

.'_I"f = T+ ay y’ = Yy + bx

da cui risulta evidente come la deformazione
lungo I'asse x sia linearmente dipendente
dalla coordinata y e viceversa.

25



Y. Shear (esempio)

Facolta di
Ingegneria

« Esempio di deformazione con: a=%2¢e b=0

Y,

(4,

6)

(2

2)

(6

2)

(1/2,0)

Y,

(7,

6)

(3

2)

(7

2)

26



Facolta di

ﬁ% Composizione di Trasformazioni nggneria

» La rappresentazione in coordinate omogenee
permettono di gestire facilmente la
concatenazione di trasformazioni;

* L’ordina di concatenazione € importante
perche le trasformazioni geometriche sono
associative ma non sono (di solito)
commutative;

 La corretta sequenza delle trasformazioni T,
To, T3z e T4 siottiene componendo T come:

T = T4|:r3|:r2|:r1

27



Facolta di
Ingegneria

* Non commutativita della composizione di
trasformazioni: traslazione seguita da rotazione
attorno all’origine (sinistra) e rotazione intorno
all’origine seguita da traslazione (destra).

Y| y

Step 2: ruoto
Step 2: traslo

I,

Step 1: traslo Step 1: ruoto

28



)l Facolta di
%5 Rotazione attorno ad un punto dato P ngegneria

- —
b

 Larotazione antioraria di un angolo 0 attorno ad
un punto P generico si ottiene componendo le
seguenti trasformazioni:

1. Traslazione che muove P nell’'origine degli assi;
2. Rotazione attorno all'origine;

3. Traslazione opposta alla precedente che riporta P nella
sua posizione originale.

P |[cos® -serd O||[1 0O -P,

X

P |lllsend cosd OO0 1 —Py

y

1/l 0o 0o 1]/|o 0 1

O O

A
[
o O BB

29



Rotazione attorno ad un

} Facolta di
punto dato P (esempio) Ingegneria
e Passo 1:.Traslazione di P nell’origine degli assi
V4 V4
®
P —
X ® X

30



Rotazione attorno ad un

Facolta di
punto dato P (esempio) Ingegneria
» Passo 2Rotazione attorno all’'origine (6 = TU6)
V4 V4
o X

31



Rotazione attorno ad un ool d
punto dato P (esempio) Ingegneria

e Passo 3:Traslazione opposta alla precedente

\

Y, Y,

\

32



Facolta di

Ingegneria

S Scalatura rispetto
%% ad un punto dato P

v A
fgwud

 Trasformazione di scalatura attorno ad un
punto P generico:

1. Traslazione che muove P nell’'origine degli assi;
2. Trasformazione di scala attorno all’origine;

3. Traslazione opposta alla precedente che riporta
P nella sua posizione originale.

1 0 P,] [s, O O] [1 0 —P, ]

R,=(01UPF, |-| 0 5, O]-10 1 =P,

0 0 1 0 0 1 0 0 1

33



SoBN Sistema di riferimento
%% : nello spazio

v A
fgwud

* |l passaggio dal piano
allo spazio introduce
una ambiguita per
guanto concerne la
scelta del sistema di
riferimento cartesiano;

+ Sistema destrorso (in
alto, right-handed
system) oppure
sinistrorso (in basso,
left-handed system);

AV

Facolta di

Ingegneria

\ A
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Facolta di

%5 Trasformazioni nello spazio

b :
rsa 2

 Le trasformazioni geometriche nel piano
POSSONO essere rappresentate, in coordinate
omogenee, mediante matrici 3x3;

* In modo analogo, le trasformazioni
geometriche nello spazio possono essere
rappresentate da matrici 4x4;

* Nello spazio, un punto in coordinate
omogenee e rappresentato dalla quadrupla

(X, Y, Z, W.

Ingegneria

35



% Traslazione (3D)

* Trasformazione di traslazione

T(,.d,.d,)=

© O O Bk
o O +» O

o r»r O O

Facolta di
Ingegneria

O O

<

O

—

36
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ﬁ‘% Scalatura (3D)

* Trasformazione di scalatura

s, O

O s
S@, .S, S,) = 0 Oy
0 0

oY o o

L O O O

Facolta di
Ingegneria
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Ingegneria

éﬁ%f Rotazione ( 3 D) Facolta di

£ - =
rsa 2

* Trasformazione di rotazione

* La trasformazione di rotazione generica nello
spazio (cioe attorno ad un asse qualsiasi) e
Invece complessa e non direttamente estendibile
dal caso 2D (in cui I'asse di rotazione e
perpendicolare al piano xy);

* Una generica rotazione nello spazio puo essere
ottenuta come composizione di 3 rotazioni attorno
agli assi cartesiani.

38
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% Rotazione rispetto asse X ﬁ]zceog'f‘e‘jig
1 0 0 O

R.(6) = 0 cosf -serd O

’ 0 serd cosd O

I o 0 0 1

39
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% Rotazione rispetto asse Y ﬁ]zceog'f‘e‘jig
cosd 0 serd O
0 1 0 0
R, (6) =
-send 0 cosfd O
by 0 0 0 1
A
N
1

40



=K

% Rotazione rispetto asse Z ﬁ]zceog“nae‘jig
cosd -send 0 O
~|send cosf 0 O
0= 0 10
AY
0 0 01
X

41



View Transformation

v .
fgwud

* Trasformazioni di vista
* || processo di visione in tre dimensioni;
» Le trasformazioni di proiezione;
| parametri della vista 3D;
* | sistemi di coordinate

Facolta di
Ingegneria

42



ﬁ& Dal 3D al 2D Facolta di

Ingegneria

° ” pProcesso al renaer/ngiwsuahzzazmnei ne||o

spazio ZD si riduce alla definizione di una window
nello spazio dell’applicazione grafica, una viewport
nello spazio delle coordinate del dispositivo di output
ed alla applicazione di una trasformazione “window-
to-viewport” dopo aver effettuato il clipping
(rimozione) delle primitive (o parte di esse) esterne
alla window.

« Se il dispositivo di output e 2D, il processo di
rendering 3D e assimilabile al processo di
formazione di un‘immagine da parte di un sistema
ottico, quale ad esempio una macchina fotografica.
La visualizzazione consiste nel creare una
particolare vista della scena 3D (relazione
scena/osservatore).

43



Facolta di
Ingegneria

|l processo di formazione
dellimmagine in un sistema
ottico.

distanza
focale

distanza
focale 44



Facolta di

Macchina fotografica virtuale Ingegneria

« La metafora utilizzata per descrivere le relazioni
scena/osservatore e quella della macchina
fotografica virtuale (synthetic camera).

WY

45
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| % Pinhole Camera Facolta d

§
5 CER
= e Ingegneria

T’

» La macchina fotografica virtuale € modellata considerando
un parallelepipedo in cui la faccia anteriore presenta un foro
di dimensioni infinitesime (pinhole camera) e sulla faccia
posteriore si formano le immagini;

* Immagini nitide, nessun problema di luminosita, I'angolo 0 di
vista puo essere modificato variando il rapporto tra la
distanza focale (d) e la dimensione del piano immagine.

ty

Ny




,“;i'i'(/
v g N~ - T
%{: Pinhole Camera ~acolia
v. k) 2 ngegneria
“rgwaT

» Per evitare I'effetto di ribaltamento si assume lI'esistenza di un
piano immagine tra la scena ed il centro di proiezione
g

47



Facolta di

Ingegneria
X
] _ x,|] [1 0 0 O0fx,
x] [(xd)/z, v| o1 0 ofy|
Vo 7| 2 ™ 10| TJ0 0 1 0]z, | 7
aj L d _ 1 O 0 1/d 0| 1

48



Sistemi di coordinate Facolta d

Ingegneria

V2

Object-space
Coordinates

World Coordinates

0) transformazione di modellazione

1) transformazione di vista

2) transformazione di proiezione o]
3) transformazione di viewport ﬁ

s P

view Coordinates
(a.k.a. eye Coordinates)

Screen Space

Normalized Device
Coordinates

49
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% World > view coordinates ~acona d

Ingegneria

- E sufficiente ruotare e traslare tutti i vertici
del modello (in world coordinates) prima di
fare la proiezione (con la pinhole):

Peye — M’vafworld

M, E una matrice 4x4 che modella la
roto-traslazione opportuna

50



Ingegneria

@ Non solo pinhole... Facolta di

* Non soltanto la proiezione prospettica e
utilizzata ma anche altri tipi di proiezione,
ad esempio la proiezione ortogonale

 Per ottenerla basta rendere la z=0

1 0 0 O 1 0 0 O

0 1 0 0 o1 0 0
Port: 0 0 0 O PPTSP_ 0 0 1 0

0 00 1 0 0 1/d 0

51



Facolta di
Ingegneria

d piccolo » d grande d infinito

(diventa

una proiezione

ortogonale)

Piu distorsione Proporzioni
prospettica. piu mantenute
Effetto "fish-eye" Effetto "zoom"
(grandangolo) (eg. vista dal
satellite)

52



Field of View (fov) racolia d

Ingegneria

_—
<
\
— field of vi
7 qlw b 20 (fie ?C;]VIeW)
0 0 = arctan(—)

2d

53



Proiezione Ortogonale vs
Prospettica

Images from
Matt Pharr &
Greg Humpreys

Facolta di
Ingegneria
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Proprieta delle trasformazioni

. Facolta di
geometriche Ingegneria
Lunghezze | Angoli | Rapp. Colinearita
lunghezze
Traslazione V V \Y \Y
Rotazione V Vv \Y \Y
Scalatura uniforme X V V \Y
Scaltura non uniforme X X \Y \Y
Shearing X X V V
Proiezione Ortogonale X X V V
Proiezione Prospettica X X X V

55



Considerazioni sulla resa visiva

del modello pinhole Facolta di

Ingegneria

* La pinhole e semplice ma poco realistica.
Ad esempio la modellazione di eventuali
lenti sarebbe utile per “simulare” una

camera piu realistica.
* Con la pinhole abbiamo:

 range di fuoco infinito (apertura infinitesima)
* no flares (la luce non rimbalza nelle lenti...)

 no distorsioni radiali (sempre dovute alle lenti)

56



Considerazioni sulla resa visiva
del modello pinhole

Lens flares

Facolta di
Ingegneria
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Considerazioni sulla resa visiva
del modello pinhole

Facolta di
Ingegneria

Apertura otturatore puntiforme => fuoco Iinfinito

Images from Matt Pharr & Greg Humpreys
58



Considerazioni sulla resa visiva
del modello pinhole

Facolta di
Ingegneria

Apertura otturatore finita => soltanto alcuni oggetti a fuoco

Images from Matt Pharr & Greg Humpreys
59



Considerazioni sulla resa visiva
del modello pinhole

Facolta di
Ingegneria

Apertura otturatore finita => soltanto alcuni oggetti a fuoco

Images from Matt Pharr & Greg Humpreys
60



Considerazioni sulla resa visiva

- Facolta di
della pinhole camera Ingegneria
ty
_'-":"-.—9 N#::::::\
e ——-~S . Ty~
H Z S~o - \§~‘- ~
I d 1
Apertura otturatore Apertura otturatore finita =>
infinitesima pit raggi colpiscono lo stesso punto

della pellicola

NOTA: si tenga conto che la luce si propaga in maniera
rettilinea, o piu precisamente che la radianza di una
fonte di luce e costante lungo una retta.

61



Facolta di
Ingegneria

Normalized Device Coordinates

« Abbiamo visto la proiezione
ortogonale e prospettica

* Queste devono essere tali da
mappare il volume di vista (view
frustum) relativo nelle cosiddette
Normalized Device Coordinates
([-1,1] x[-1,1]x][-1, 1])

e Le matrici P,,., and P . devono

prsp ort
essere modificate opportunamente

62



View Frustum Facolta di

Ingegneria

- top
=TT T T T et rght
"——-—-—-_"_——_—__‘__'__._—_ ________
bottom
near
< >
far
. —p-
2n 0 T+1 0
r—I 2 Z&a_é
n
P - y t—b t—b 0
prsp = 0 o =Hm =2
f—n f—n
0 0 —1 0
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View Frustum Facolta di

Ingegneria
top \
left

< right
viewpoint
bottom\
near far
-2 4+l -
r—I (2) 0 %«_é
p |V = 0 =
ort = | o g =2 [4n
f—n  f—n
0 0 0 1
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Screen Mapping ecoe a

e La coordinata z non e interessata da questa

trasformazione (€ comunque passata allo stage di
rasterizzazione)

Le coordinate normalizzate (X,y) vengono mappate in
coordinate schermo (Xsqreen » Yscreen) €5S€NZIAIMenNte
attraverso un’operazione di traslazione e una di

scalatura.

Talvolta le screen coordinates vengono chiamate anche
window coordinates (X, ingow » Ywindow )-

Lwindow _ (w/2)xndc + Og )
Ywindow (h/Q)yndc + Oy
w, h: larghezza ed altezza della viewport in pixel
o, , 0, : centro della viewport in pixel
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Domande?

Facolta di
Ingegneria
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