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Introduzione

! Punt i e vet tor i sono due cose div erse
! Basi e sistem i di r ifer im ento

(coordinate systems and frames)
! Coordinate omogenee
! Trasformazioni Affin i



Punti e vettori

! Punto
! Entitˆ il cui unico attributo •  la sua

posizione rispetto ad un sistema di
riferimento

! Vet tore
! Entitˆ i cui attributi sono lunghezza

direzione

! Spesso si visualizza un pu nto come un
vet tore dallÕorig ine a quel punto:
pericoloso. Sono ogget t i div ersi.



Spazio Vettoriale

! Spazio dove ci sono due ent it ˆ
! scalari
! vettori

! Operazioni:
! Somma e m oltiplicazione tra scalari
! Somma vettore-vettore
! Moltiplicazione scalare-vettore

wvu ,,
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Spazio affine

! Spazio dove ci sono t re ent it ˆ
! Scalari ,
! vettori ,
! punti

! Operazioni:
! Quelle di uno spazio vettoriale
! Somma punto : vettore- >  punto
! Sottrazione punto : punto -> vettore

wvu ,,
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Sistemi di coordinate

! I n uno spazio vet tor iale 3d si pu˜
rappresentare univ ocamente un vet tore
w in  term in i di t re vet tor i lin earmente
indipendent i;  I  t re vet tor i usat i sono
una base di quello  spazio
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Sistemi di riferimento

! Una base ( t re vettori ,  linearmente
indipendenti )  non basta per definire la
posizione di un punto .

! Occorre anche un punto di riferimento ,
lÕorigine .



Sistemi di riferimento

! Un frame (sistema di r ifer im ento)
necessit a quindi di un punto di or ig ine
P0 e di una base. I n esso si pu˜
rappresentare univ ocamente un punto

! Nota :  bastano tre scalari per rappresentare un
punto , come per un vettore É
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Cambio sistemi di coordinate 1

! In uno spazio
vettoriale , date due
basi .

! Esprimiamo una  in
termini dell Õaltra :

! Questo definisce la
matrice 3x3 M di
cambiamento di
base
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Cambio sistemi di  coordinate 2

! Dato un vet tore w

! Ne ot tengo la sua
rappresentazione
nellÕalt ro sistema
di coordinate
usando la mat r ice
M
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Cambio sistemi di  coordinate 3

! Nota che si sta parlando di vet tor i e non
di punt i

! Quest i cambi di base lasciano lÕorig ine
im mutata ( cambiano vet tor i)

! I n alt re parole rappresentano solo
rotazioni e scalature.

! Un cambio di sistema di r ifer im ento
coinvolge anche un cambio del pu nto di
or ig ine.



Coordinate Omogenee

! Per defin ir e un frame bastano t re
vet tor i ed un punto.

0332211
PvvvP +++= !!!

},,,{ 0321 Pvvv

!
!
!
!

"

#

$
$
$
$

%

&

=

0

3

2

1

321 ]1[

P

v

v

v

P '''
!
"
#

$=%

=%

P

PP

0

1



Coordinate Omogenee

! Si dice che un punto P •
rappresentato dalla  mat r ice
colonna p

! E un vet tore w •  rappresentato
dalla  mat r ice colonna a
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Cambio di Frame

! Dat i due sistem i di
r ifer im ento.

! Esprim iamo uno in
term in i dellÕalt ro:

! Questo defin isce la
matr ice 4x4 di
cambiamento di
frame
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Cambio di  Frame

! La matr ice di
cambiamento
di frame

! Date le due rappresentazioni a ,b  in
coordinate om ogenee in dif ferent i frame
(sia di un ve t tore che di un punto) , vale:
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Trasformazioni Affini

! Funzioni che prendono un
punto ( o un vet tore) e lo
mappano in un alt ro
punto (o  vet tore)

! Lavorando in  coord
omogenee

! Ci in teressano
t rasformazioni che siano
lin eari
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Trasformazioni affini

! Preservano la colin earit aÕ
! Tutti i punti inizialmente su una linea

giacciono ancora su di una linea dopo la
trasformazione

E
! I  rapport i t ra le distanze

! Il punto di mezzo di un segmento rimane il
punto di mezzo di un segmento anche dopo
la trasformazione.



Trasformazioni Affini

! Dato un punto ed una sua rappresentazione
Ogni trasformazione lineare trasforma il punto
nel punto che ha la stessa rappresentazione
ma in un altro sistema di coordinate.
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Trasformazioni Affini

! quindi pu˜  sempre essere scrit ta in
term in i del rapporto che lega i due
sistem i di r ifer im ento

! v= Au
! Se A •  non singolare una t rasf affine

corr isponde ad un cambio di coordinate



Trasformazioni Affini

! I n coordinate om ogenee la m at r ice A
deve anche lasciare im mutata la quarta
componente della  rappresentazione
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Trasformazioni Affini

! Notare che se u • un vettore solo 9 elementi di
A sono usati nella trasformazione

! La quarta colonna corrisponde alla quarta riga
della matrice di cambiamento di frame, che
conteneva il nuovo punto di origine del frame
(che chiaramente non serve se si parla di
vettori )
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Trasformazioni Affini

! Preservano le linee
! Consideriamo una linea espressa nella forma

parametrica

! Consideriamone la sua rapp . in coordinate
omogenee

! A • una trasformazione affine
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Esercizio

! Considerando che una t rasformazione
affine puoÕ essere pensata come un
cambio di frame, come •  fat ta una
matr ice T che t rasforma un punto
spostandolo di un certo vet tore Q?



Coordinate Omogenee

! Si dice che un punto P •
rappresentato dalla  mat r ice
colonna p

! E un vet tore w •  rappresentato
dalla  mat r ice colonna a
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Trasformazioni Affini

! Notare che se u • un vettore solo 9 elementi di
A sono usati nella trasformazione

! La quarta colonna corrisponde alla quarta riga
della matrice di cambiamento di frame, che
conteneva il nuovo punto di origine del frame
(che chiaramente non serve se si parla di
vettori )
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Traslazione

! modif ica i punt i di un frame sommando
a tu t t i i punt i un  vet tore di spostamento
d

dPP +=!

dpp' +=



Traslazione
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Traslazione
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Rotazione

! Di una rotazione si deve specif icare
! angolo ,
! asse
! punto di

applicazione



Rotazione

! Caso semplice asse z, intorno
allÕorig ine, di unÕangolo !
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Rotazione
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Rotazioni
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Rotazioni
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Rotazioni

! Le m at r ici di rotazione viste finora sono
facilm ente invert ib ili

! Quindi basta t rasporreÉ
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Rotazioni Complesse

! Rotazioni cent rate non sullÕorig ine
! Rotazioni su assi div ersi da quelli

pr incipali

! Si ot tengono per composizione di
t rasformazioni



Scaling

! Non r igida
! Non uniforme lungo gli assi
! Solo centrata rispetto

all Õorigine
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Cambi di Sistemi di riferimento

! I l pr im o step della  pip elin e di rendering
•  quello  di t rasformare la scena nel
sistema di r ifer im ento della  camera



Object Frame

! PerchŽ ogni ogget to ha il suo sistema di
r ifer im ento?
! Uso Multiplo di uno stesso oggetto
! Posizione parametrica


